Coefficiente di Gini composito

La domanda che ci si pone € la seguente: dati $i daeui si conoscano i redditi totali R, le
popolazioni N, quindi i redditi pro capite mediiyRR/N, nonché i coefficienti di Gini G, qual’e il
coefficiente di Gini del paese immaginario compat’insieme degli n paesi?

Si puo cominciare dal caso di 2 soli paesi, nglkranza, che rimane peraltro da verificare, che si
possa poi procedere per iterazioni successive.

Si tratta dunque di costruire la curva di Lorenz y(x) del sistema composito costituito da due
paesi aventi curve di Lorenz ¥ yi(X1), Y2 = Y2(X2), nonché redditi totali R R, popolazioni N,

N>, redditi pro capite mediifR = Ri/N1, Ru2 = R/N> e coefficienti di Gini G, G,.

Poiché, a questo fine, la popolazione deve essdneata per redditi pro capite crescenti, ad ogni
x1 occorrera associare una x2 tale per cui i redditcapite dei membri piu ricchi delle due
frazioni siano gli stessi; si dovra poi dedurnedarispondente frazione x della popolazione del
sistema composito ed infine, a partire da Wi (X1), Y2 = y2(X2), si dovra calcolare la'y
corrispondente a tale x, che esprime la curva deho del sistema composito; I'area B da essa
sottesa ci permettera infine di calcolare il caédinte di Gini secondo la nota formula: G = 1 — 2B.
Ora poiché in generale, per una data frazionela @epolazione, il reddito pro capite del suo
membro piu ricco € dato da: r syRly/dx, € evidente che il processo suddetto prasupphe le
curve di Lorenz originarie siano date in forma madtica e che una soluzione del problema
assolutamente generale, indipendente cioe dadateaf non e quindi possibile.

Nel seguito si fara l'ipotesi che entrambe le culveorenz di partenza abbiano la forma
matematica corrispondente alla distribuzione defamuna distribuzione, comunque, che fornisce
un grado di approssimazion soddisfacente in ma#i ed € quindi largamente usata.

In tal caso la curva di Lorenz € data da:

y=1-(1-4 1)

dove, per ragioni che saranno subito chiare, abbameferito usare, in luogo della costantei
Pareto, la costanfe= (a -1)/a. Derivando la (1) si ottiene:

dy/dx =p(1 — xf* 2)
Per x = 0 la (2) da: dy/dx B-da cui consegue clfierappresenta il rapporto fra il reddito pro capite
dell'individuo piu povero della societa ed il rettdmedio della stessa, rapporto che, evidentemente,

non puo superare l'unita (Op<< 1).
Il coefficiente di Gini & dato da:

G =(1-B)/(1 +B) cui corrisponde l'inversa: p = (1 - G)/(1 + G) 3)

Le x;, X2 dovranno dungue essere associate in modo che sia:

RuBi(1 — %)™ = RuaBa(l — )P (4)

Qui di seguito abbiamo sviluppato I'analisi pesalo caso particolarei;G G,, 1 =2 =p che e, dal
punto di vista matematico, notevolmente meno lasoried € comunque istruttivo in quanto

permette di isolare I'effetto dovuto alla sola digfa dei redditi medii pro capite.
In tal caso la (4) si semplifica nella:

Ru1(1 — %)"™" = Rua(1 — %)**

da cui:



1—%=k(L=x) con k= (R /Ru)Y®D = 1/[(Rus IRw2) )] @)

dove, ponendo iR /Ru2 = p e tenendo conto che< 1, 1 {3 > 0, possiamo anche scrivere:
k=1p"P

Sviluppando i calcoli, per il cui dettaglio si rimda all’Appendice, si constata che la curva di
Lorenz complessiva non corrisponde ad una nuovakdigione di Pareto, anzi non € neanche
rappresentata da un’unica funzione matematica,enailtla due, ognuna valida in un diverso

intervallo di valori della x. Su questa base é coque possibile calcolare il coefficiente di Gini,
dato dalla relazione (12) che qui ripetiamo:

G=1-2B=
=1-2RN/RN[L-—k—(1=K")/1+B)] - [1- (R + R kP )/R( +P)] 2(N; + kNo)/N (12)

Se ad esempio i due paesi hanno popolazioni ejualiN, = 0,5N, per cui:
p= Ru1 /RM2 = (R]_/N]_)/(Rz/Nz) = R]_/Rz, la (12) diventa:

G=1-[1-k—@Q-RY@A+R)/@L+p)-[1-(p+K)QA+p)@+B)L+kK)

da cui, ponendo, sempre a titolo di esempio, B3P = 0,5) si ricava il coefficiente di Gini in
funzione dip (vedi grafico diFig.1).
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Fig.1: Coefficiente di Gini composito in funzione dp



Puo essere interessante domandarsi, a titolo dipgeequale puo essere il coefficiente di Gini
dell’'Unione Europea (27 paesi) presa come un tutiati in mio possesso non mi permettono un
calcolo molto preciso, ma la schematizzazione elgeies pudo comunque avere un valore indicativo.
| 27 paesi possono essere divisi in due gruppi ceegee:

- Gruppo A di 14 paesi con una popolazione complast circa 360 milioni di abitanti, che
comprende tutte le maggiori economie, con reddgilimpro capite un po’ superiori ai 20.000€ (la
sola eccezione significativa é la Spagna che nmmaungue molto al di sotto di tale valore).

- Gruppo B di 13 paesi con una popolazione complagh 115 milioni di abitanti, con redditi

medii pro capite variabili da 5.000 a 15.000€ {fig,cui quelli demograficamente piu pesanti sono
Polonia e Romania

Assumeremo per il primo gruppo un unico reddito im¢uo capite di 21.000€ e per il secondo
gruppo un valore baricentrico di 10.000€; i coedfiti di Gini del primo gruppo sono piu 0 meno
noti e sembrano essere abbastanza ben raggruftpatoaad un valore di 0,33 (2), quelli del
secondo gruppo invece non mi sono noti e quindnamcanza di meglio, assumero per essi lo
stesso valore.

In definitiva la nostra schematizzazione compottiadj:

- Un paese 1 coni;N= 360 milioni, Ry; = 21.000€, = 0,33

- Un paese 2 cond\: 115 milioni, Ry, = 10.000€, G= 0,33

Svolgendo i calcoli in base alla formula (12) sva per il sistema composito un valore di G pari a
0,358; le disparita di reddito fra i due grupppdiesi provocano quindi un aumento del coefficiente
di Gini di circa 2,5 punti percentuali.

Questo fatto puo giustificare, almeno in partajifeerenza che di solito si riscontra fra i coeffiati

di Gini di uno qualsiasi dei maggiori paesi europejuello degli Stati Uniti; per la verita per ildb
guesti ultimi trovo, in numeri diversi dello steggornale (I'Economist), per uno stesso periodo
(2005 circa), valori notevolmente diversi, da 0e38,47, il ché mi fa pensare che, sotto questo
riguardo, le statistiche in circolazione non si&moppo affidabili; € evidente che I'effetto che
abbiamo considerato potrebbe spiegare almeno gelttedifferenza nel primo caso, ma sarebbe
pressoché trascurabile nel secondo.

Note:
1. | dati relativi alle popolazioni ad ai redditi pcapite sono desunti dall’atlante Zanichelli del 200

2. Questi dati provengono dall’Economist e dovreblemgere validi per I'anno 2005.



Possibilita di iterazione

Per quanto riguarda la possibilita, auspicataradio, di procedere iterativamente nel caso digyiu

2 paesi, i risultati trovati non sono pero troppedrevoli, poiché, come gia sottolineato, la cudva
Lorenz del sistema composito non corrisponde piureddistribuzione di Pareto.

Questo risultato negativo € anzi piu generalesaeniamo da vicino il procedimento sviluppato
in Appendice, ci rendiamo infatti conto del fatteeg anche partendo, per i due paesi originari, da
una qualsiasi altra legge matematica, ci troverenminoe ad avere una curva di Lorenz composita
formata da due spezzoni, con leggi matematicheskviea loro e da quella di partenza.

Ritornando alla distribuzione di Pareto viene coquenspontaneo domandarsi di quanto
sbaglieremmo se prendessimo per il sistema congp@siziché la curva in due spezzoni trovata, la
distribuzione di Pareto “equivalente”, laddoveriterio di equivalenza, evidentemente, non puo
essere dato che dall'uguaglianza del coefficient&ini; se trovassimo che lo scostamento e
modesto, potremmo, quanto meno in via approssimatae tale distribuzione equivalente per
procedere alle desiderate iterazioni successive.

Prendiamo il caso particolare gia considerato,tt&iazato da &= G, = 0,333 = 0,5),

N;1 = N; = 0,5N; si tratta di un caso particolarmente favoie perché e possibile dimostrare che se
e solo se le popolazioni sono uguali, le derivatieddie spezzoni della curva composita nel punto di
giunzione assumono lo stesso valore; in caso aimtuindi, la curva composita presenterebbe
una discontinuita a livello di derivata prima.

Se prendiame = Ry /Rv2 = 5 (k = 0,04), dai calcoli precedentemente fadtilta, per il sistema
composito, G = 0,51 e segue quindi dalla (3):

Be=(1-G)/(1+G)=0,324

dovepe € evidentemente il valore fliche da luogo alla distribuzione di Pareto equivaelLa
relativa curva di Lorenz é data quindi da:

y=1-@1-x>

il cui andamento, calcolato per punti, risulta dallirva rossa dtig.2.

La curva di Lorenz reale del sistema composita;atata per punti in base alle (5) e (9) (vedi
Appendice), € invece rappresentata in blu.

Come si vede le due curve, pur essendo caratt&ida#io stesso coefficiente di Gini, indicano
distribuzioni del reddito notevolmente differeneiasi potrebbe dire che la curva reale manifesta un
maggior grado di diseguaglianza dal momento chesadpio, il quintile piu povero gode di una
frazione del reddito totale che e circa la metqudilla della distribuzione equivalente.

E’ chiaro che, in questo caso, procedere ad it@nasuccessive sulla base della distribuzione
equivalente darebbe luogo ad approssimazioni ngotissolane; d’altra parte quanglsi riduce, le
due curve tendono ad avvicinarsi fra loro ed alleva nera, corrispondente alla distribuzione di
Pareto ipotizzata per entrambe le societa origgnann cui vanno ovviamente a coincidere per
p=1.

Sembra quindi ragionevole pensare che la distrinezdi Pareto equivalente possa dare luogo a
gradi di approssimazione accettabili quando il cafipp fra i redditi medi pro capite delle due
societa originarie non é troppo elevato, per esempdicativamente, quando non supera 3; una
valutazione piu puntuale di questa possibilitaag@&ro rimandata ad ulteriori approfondimenti.
Da un punto di vista generale il fatto che le leggitematiche di distribuzione del reddito, di Paret
o di altri, non diano luogo a leggi dello stesgm thella composizione, ci dice forse qualcosa sulla
loro natura; la loro eventuale validita per unatogocieta sembra infatti da attribuire all’effetioe
I'esistenza piu 0 meno lunga di uno stato, di uitaupolitica, ha avuto sulla distribuzione del
reddito nella sua popolazione.
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Fig.2: Curve di Lorenz

Appendice

Come abbiamo visto le frazioni di popolazionexx che devono essere associate per determinare la
x del sistema complessivo, sono legate dalla r@t&z({4’) (valida per &= G;,), che puo essere

riscritta nella forma: x= kx; + 1 — k oppure: x= x/k — (1 — k)/k 4"
Stabiliamo per convenzione di assegnare sempuiidérnl al paese contraddistinto dal reddito
medio pro capite maggiore: sara allora sempre: Ru/Rw2=p>1, k<1

con k che tende a 0 perche tende a infinito.

E’ evidente che esistera sempre una certa frazipdella popolazione del paese piu povero i cui
redditi pro capite saranno cosi bassi che neahceddito pro capite minimo del paese 1 potra
soddisfare la (4”); questo valore di gorrisponde ax= 0 ed € quindi dato da; x 1 - k

La corrispondente frazione della popolazione togal@ chiaramente: x = (1 — k)/N e, per

X compresa fra O e tale valore la y(x) sara deteatai dalla solaxx,) e sara quindi data da:

Y = Ro/R[1 — (1 —%)"] = R/R[1 — (1 — XN/N)"] (5)

Per determinare G del sistema composito dobbiahcolege I'area B sottesa dalla curva di Lorenz
complessiva y = y(x) di cui una prima partedara quindi ottenuta prendendo l'integrale délja (

Jy'dx = RJ/R[x + (1 — xN/N)*™ No/N(1 +p)]

frax=0e x=(1-K)MN, per cui:

B; = RNo/RN [1 — k — (1 — kKP)/(1 +P)] (6)

Per x> (1 — K)MWN le x1,x2 e la x corrispondente sono invece legklla relazione:

NX = NiX1 + Noxo X =2N1/N + xoNo/N (7)



Combinando questa relazione con (4”) otteniamo:

x = xa(N1 + kNo)/N + (1 — K)N/N (8)
X = %o(N1 + KNo)/KN + (1 — K)N/KN

e inversamente:
X1 = XN/(Ng + KNp) - (1 — K)N/(N1 + kNy) (8)
X2 = XKN/(Ny + KNp) - (1 — K)N/(N7 + KNp)

da cui constatiamo che x 0 per x = (1 — k) BIN, mentre per x= 1 anche xed x sono uguali
ﬁil%intervallo (1 — K)N/N < x < 1 la y(x) sara quindi determinata da emtvai paesi secondo la
relazione:

Y’ =[1-(1-x)"] R/R +[1 - (1 -%"] RJ/R

da cui, sostituendo pep 1 base alla (4’) otteniamo:

y" =[1-(1-%)"] RyR +[1 - K(1 -)’] Ra/R

e poiché R+ R, = R:

y'=1-(1-%)’(Ri+RK')R

Infine, ponendo per comodita x ax + b, dove a e b hanno le espressioni chiaisudalla (8’) e
sostituendo, abbiamo:

y'=1-(1-ax-b)Ri+ Rk )R 9
Si noti che, per x = (1 — k@WN, sihay' = y” = (1 — K)Ro/R, il ché garantisce che la curva di
Lorenz del sistema composito ha andamento continuo.
La seconda parteRlell’'area B che cerchiamo sara quindi ottenutageado, fra x = (1 — k) MN
e x = 1, l'integrale della (9) che é:
X + (1 - ax - bR, + R K’ )/Ra(l +p)
Quindi, sostituendo ad a,b le loro espressiongnidimo:
B2= [1- (R +R Kk )/R(L+B)] (N1 +kNp)/N (10)
e infine, combinando la la (6) e la (10):
B=B;+B,= RNoJ/RN[1—k— (L —kP)/(L+PB)] + [1- (R + R kP)R(L +PB)] (N1 + kN)/N (11)

Da cui:

G=1-2B=
=1-2RN/RN[L-k—(1-K*/1+B)]- [1L- (R + R kPR +P)] 2(N1 + kNo)/N (12)



Avvertenza: I'analisi che precede non vale fer 1 (reddito pro capite uguale per tutta la
popolazione), dato che la (4) perde allora di $iggio, in corrispondenza del fatto che le due
popolazioni non si mescolano mai: si tratta comendjuun caso banale, oltre che poco realistico,
poiché la curva di Lorenz composita si riduce allad una spezzata con due segmenti di retta, con

pendenze proporzionali ai rispettivi redditi (mealpro capite, in questo caso sono uguali) e punto
di giunzione corrispondente a x =/N.
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